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10.5. Théoreme de Steiner

B Moment d'inertie pour une rotation d'un objet autour d'un axe ne passant pas
par le centre de masse

Moment d’inertie pour une rotation autour de A, :

1
!A aAcm IA'Cm - QMRZ

- R Attention : dans cet exemple, le disque tourne a la
I o M \ distance d autour de I'axe A. Le moment d’inertie [
q autour de l'axe A ne correspond pas au moment

: s d’inertie I .,,, pour une rotation autour d'un axe A,
: passant par le centre de masse.

Moment d’inertie I , pour une rotation autour de A ?
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10.5. Théoreme de Steiner

Le moment d’inertie | d'un solide de masse M pour une rotation

autour d’un axe B, qui est paralléle et a la distance d de I'axe A
passant par le cm, est donné par la relation suivante :

Théoreme de Steiner
(ou Théoreme de Huygens-Steiner)

Huygens Steiner
1629 - 1695 1796 - 1863

avec |,

I

= I,y + Md?

moment d’inertie du solide pour une rotation

autour de I'axe A passant par le centre de masse

/Exemgles ;

o

II+M—

@ axe de rotatlon

----------------------------------------

MR1 + mR2 + md?:

.............................................. /
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10.5. Théeoreme de Steiner

Démonstration :

- On suppose que l'on connait |, le moment
d’'inertie pour une rotation autour de l'axe A
passant par le cm et parallele a 'axe B

- L'axe B est a la distance d de I’ axe A
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10.6. Théoreme du moment cinétique pour un solide

B Généralisation pour un point quelconque

Soit le moment cinétique d’un solide calculé par rapport a A, qui est un point en translation :

Ly = f AP X vdm = f (AO 4+ OP) X vdm  note : on calcule L sur /’ensemble des points P qui forment le solide de volume V (de masse M)
%4

=j AOxﬁdm+f 0P><13dm=A0><f vdm+ L
%4 %4 %4 moment cinétique
calculé par rapporta O

Ly=A0xp+L,

avec p = Mv,,, quantité de mouvement du solide

a4 5470 x4 2o
a " aloxp LT
dL,

_UAX Mvcm'l'AO XzFextl'l' opP ><Fext,i

Att : il faut faire la somme sur [’ensemble des points P du solide

| )
T

Z(AO + OP) X Fex” ZAP X Fextl = ]V[A moment de force
calculé par rapport a A

dt

i

Si A fixe dans le référentiel

dL, — . S
E + MU, U, X ch = M, Sf i est I_e f:e_ntre‘: de masse Vg X Ve =0
Si v, colinéaire a v,
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10.7. Tenseur d’'inertie

B Définition du «tenseur»

Dans le cas de I'haltére incliné L n’est pas paralléle a .

Il faut alors trouver une relation entre L et .

Ceci est possible avec un nouvel objet mathématique.

Cet objet mathématiqgue est un tenseur,
repreésenté par une matrice (3x3)

cu
&
S
S
| -
>
=
o
L
O
L

On note le tenseur d’inertie [
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10.7. Tenseur d’'inertie

B Définition du «tenseur»

Nous cherchons une relation du type

-

L=1&8 on

( /{-y‘?—l—:"?]dr?i —f;rydm —/-rzdm
—/y;trd:rn. hf(-r2 + z*)dm —/y:dm
— f zrdm — / zydm f (2 + y*) dm

Cette matrice est le tenseur d’inertie, noté 1

&)

E L. Ios I.ry Iy, W

o Ly | =| fye Ly 1y “y

a L. L, Izy I.. Wz

O Composantes du vecteur Tenseur d’inertie Composantes du vecteur
L moment cinétique vitesse angulaire

o

)

| -

|t
l
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10.7. Tenseur d’inertie

B Moment d’inertie et Tenseur d’inertie

Pour un axe principal de rotation d’un solide, nous avons constaté que L et @ sont
paralleles. Dans ce cas, ils sont reliés par un scalaire I, le moment d’'inertie :

e d
L=1a

Si le moment cinétique L n’est pas colinéaire a @, alors on écrit

L=13

cu
&
S
S
| -
>
=
o
L
O
L

avec L le tenseur d’inertie du solide
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Dynamigue du solide - resume

Dans un référentiel galileen, et avec O un point fixe de ce reférentiel, nous avons les
relations suivantes pour un solide indéformable de masse M :

2"d [oi de Newton appliquée au centre de masse :

—

M

Uem -
dt — z Fexti = Fext F,,: résultante des forces extérieures agissant sur le systeme

Théoreme du moment cinétique :

—_—
dL —
O 7 yd -
T = E Mo oxti = Mo oxt Mo ext ré€sultante des moments des forces extérieures

Dans le cas d’une rotation autour d’'un axe principal d’inertie : I = &

Moment d’inertie par rapport a 'axe A passantparlecm: I = f ridm
%4

Théoréme de Steiner: [ = I, + Md?

1

_[cm,A wQ

Energie cinétique de rotation: E_ = 5

pour une rotation autour d’'un axe passant par le cm
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11. Applications du solide indéformable

11.1. Conditions d’équilibre

11.2. Mise en rotation d’'un solide

10
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11.1. Conditions d’équilibre

B Conditions d’équilibre pour un solide

M d(;m = z Fexti =0 et s Mo,exti =0

Exemple : équilibre d’'une barre (sans masse) avec deux masses a chaque extrémité

z Feoxei = 0  projection sur e, N—(my+my)g=0

Y Moers =0 = 12 X (~mag ;) + (~1&) X (~mige;) = 0
—l,m,ge, + lymyge, =0

projection sure, : —l,m,g+ lym;g =0

. my
finalement |l, = [ —
m,

11
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11.2. Mise en rotation d’'un solide

B Roulement sans glissement - rappel

La force de frottement sec entre laroue et le sol est responsable du roulement sans glissement

— La vitesse d’'un point de la roue au moment du contact avec le sol (en A) est nulle

—

La condition de roulement sans glissement est v,= 0 ce qui conduita v, = @Re,

N,
La force de frottement est responsable de
Fy A la mise en rotation d’'une roue sur un plan
, ) incliné. S’il n’y avait pas de frottement,
P=mg elle glisserait sans tourner.

12
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11.2. Mise en rotation d’'un solide

B Roéle du frottement et mise en rotation d’'une roue

S’il N’y a pas de force de frottement sec = la roue glisse sans mise en rotation

Démonstration :

N .
dL — F=a— - > — — —
M= ) Temi X Fexti=0 x MG+ 0AX N =0
dt :
A X [
h —
Mg

La dérivée du moment cinétique est nulle : il 'y a pas
de mise en rotation.

a — La mise en rotation nécessite un moment de force,
B et donc une force de frottement au point de contact.

v

Accélération de la bille : on applique la 2" |oi de Newton au centre de masse de la roue

dv.m . N _ )
M dt = Maglissement = Z Fext,i m—) aglissement - g SIhax

Vitesse de la bille en bas du plan incliné : on applique le principe de conservation de I'énergie mécanique

Etat i.nitial en A.\:lMghz — v =,/2gh  Aucune différence avec la
Etat final en B: ¥2Mv mécanique du point matériel

13
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11.2. Mise en rotation d’'un solide

B Accélération d'une roue qui roule sans glisser sur un plan incliné

Force de frottement sec = a l'origine de la mise en rotation en s’opposant au glissement.
dLem -

chm —_— — —_— —
Mem,ext,i == =0XMg+ OAXN + OA X F; = —RFse,

N
P . -
‘ I ax dL.,
£ * La mise en rotation (|—e|>0) est due au moment de la
¥
h| Mg

force de frottement stathue F. qui s’exerce au point A.

o - Le moment cinétique augmente selon —¢, ce qui
B correspond au roulement de la bille vers le bas.

Remarque : la vitesse est nulle au point de contact ou s’exerce le frottement. Celle-ci ne travaille donc
pas (sW=F; di=Fv,dt=0). Il n’y a pas de dissipation d’énergie.

La vitesse de la roue en bas du plan incliné est déterminée par la conservation de I'énergie mécanique :

En A4: Mgh

cm P .,
En B: % M2+ % I a? = v = Zgh — M déeterminée pour le cas sans frottement car

cm
1+ /MR2 une partie de I'énergie potentielle a été
convertie en énergie cinétique de rotation.

2 =\/ 2gh La vitesse est plus faible que celle

avec o la vitesse de rotation de la bille, et I.,,son moment d’inertie et v = @R
14


https://cours.qr.s-g-epfl.com/c/phys-101(e)-f24/24/14/

11.2. Mise en rotation d’'un solide

B Accélération d’'une roue qui roule sans glisser sur un plan incliné

]Tl La vitesse en B est plus faible dans le cas d'un
y roulement sans glissement, par rapport au cas
_@ giAx sans frottement, donc l'accélération du centre de
FeA
Mg n

masse est aussi plus faible.

<a

‘L a aroulement glissement

Calcul de I'accélération du centre de masse :

Pour calculer I'accélération du centre masse nous utilisons deux lois essentielles

e 2" |oi de Newton appliquée au cm : e Théoréme du moment cinétique :

P e—

e —

=Tem X Fr = —RFse; avec Loy = I @

MGem = Mg + N +Ff

15
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11.2. Mise en rotation d’'un solide

B Accélération d’'une roue qui roule sans glisser sur un plan incliné

Remarque : la rotation d’un cylindre sur un plan incliné peut étre traitée de deux fagcons différentes.

1) Rotation autour d’'un axe passant par son centre de masse (calcul précédent)
2) Rotation autour d’'un axe passant par le point de contact A (on applique dans ce cas le théoreme de Steiner)

1)

Rotation autour d’un axe
passant par A : on applique
Steiner pour calculer le
moment d’inertie

® : axe de rotation considéré

16
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11.2. Mise en rotation d’'un solide

B Accélération d’'une roue qui roule sans glisser sur un plan incliné

N,

Q.
> :
Mgl

dLem
dt

On projette sure,:

dy

Calcul de I'accélération du centre de masse :

Pour un roulement sans glissement, la vitesse
du centre de masse est

— — e . —
Ve = WRe, = a., = Rwe,

On projette sure,: a,, = Rw

— - — d]-‘—) . — 7 — —
=Tem X Ff = —RFer et d;m = —]meez car Lcm = Icm w = Icma) e,
Lem I Irma
= —RFr=—]._) w=) — cm™ _ cm¥cm
at 7= lom Fr==4 e
. .y . : Iemacem
2" loi de Newton projetée sur Ox: Ma.,, = Mgsina — F; == Ma, = Mgsina — 2

Finalement

gsina

17
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11.2. Mise en rotation d’'un solide

dL, |
a) Calculez d_: en fonction de R, M, g, a d) Exprimez I, en fonction de M et R
—— =M, =Re, Xx Mg+ 0 X F; = RMgsina e, A cm

dt

_ . _ . TR . eling 2
b) Exprimez L, en fonction de @ e) Quelle est I'accélération a suivant le plan incliné

R’Mgsina  gsina

L,=1,& e o )
mes I, + MR? 1+ Iem
c) Exprimez w en fonction de R, M, g, a et |, e
- . LA RMgsina
En projetant sure,: @ = —“'= ————
y {4 {4

18
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11.2. Mise en rotation d’'un solide

B Accélération d’'une roue qui roule sans glisser sur un plan incliné

L'accélération est plus faible lorsque le cylindre (ou

la sphere) roule au lieu de glisser (sans frottement). gsina
a=——7—
. ~ ) . . . 1+ IC_m
= Ceci est di au moment d’inertie qui s’oppose a MR?2

I'accélération angulaire.

Mg

Soient un cylindre plein, un cylindre creux, et une sphere pleine, avec le méme rayon R et la méme masse
M. lIs sont lachés sans vitesse sur un plan incliné. L'accélération dépend de leur moment d’inertie :

—

2 !
. sphere I = éﬂ-f R —a= ; g sin o

]

: 1 2 .
. eylindre Loy = 5 M R = a= gysina

plein

3. cylindre  I.,,=MR? = a= % g sina
crenx

19
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11.2. Mise en rotation d’'un solide

B Accélération d’'une masse m avec poulie de moment d’inertie | =% MR?

Le fil est enroulé autour de la poulie. La
masse m descend sous I'effet du poids et la
poulie de masse M se met a tourner.

Ql
‘_

3éme | oi de Newton surlamassem: T; =T, =T

projection sur Oz

2nde | oi de Newton:ma=mge,—Te, ®ma=mg—T

Moment cinétique appliqué sur la poulie en O :

— dLo,
— A b — —_ b —_— ___ b
Lo=1w=lwe, et T = Mor,, = Re,x Te,=RTe,

. projection sur Oy

dL — . dL :
=0 = = = =
T RTey 1—757;2 RT=lw = T=I

=] €

'O — — ® _ Ivp2 9 1
d’ou ma—mg—T—mg—IR—mg— 2MR = Mg — 2Ma

1 .
avec | = > MR2 cara=Rw

L’ accélérationest | a= _ms
T m M

20
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